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Exercice 1. (Vrai ou faux)

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

Justifier la réponse par une courte preuve ou un contre-dgemp

a. Toute injection continué: X — Y, ou X etY sont des espaces topologiques compacts, induit un
homéomorphisme entd¢ et son imageé(X).

b. Il existe deux applications continues d’un méme espaceR/egsii ne sont pas homotopes.

c. Il existe deux applications continues d’un méme espaceR/&r} qui ne sont pas homotopes.

d. SoientX un ensemble ety € X. On munitX de la topologie discrete. Alors (X, Xp) est trivial.

e. SoientX un ensemble et; € X. On munitX de la topologie grossiére. Alors(X, xo) est trivial.

Exercice 2. (Projection stéréographique)
Pourn > 1, on considere la sphere

S" = {(Xy ..y Xnet) ER™HE 4+ 468, = 1)

et son pole nordN = (0,...,0,1). La projection stéréographique S" \ {N} — R" associe a tout
x € S"\ {N} l'unique pointp(x) = (Y1,...,¥n) € R" tel que les pointdN, X, et {1,..., Y, 0) soient
alignés.
a. Calculerp(x) pour toutx = (Xq, ..., Xn1) € S™\ {N}.

On fera un dessin illustrant la situation dans le mas2.
b. Montrer quep est un homéomorphisme.

Exercice 3. (Cbne d’'une espace topologique)
Le cone d’'un espace topologigieest I'espace quotier@(X) = X x [0, 1]/ X x {0}.
a. Montrer queC(S™?!) = B" pour toutn > 1, ou

S ={(Xt, ... %) €R X+ -+ =1 et B"={(X....%) R+ +x2 <1}

[Indication : on pourra utiliser I'applicationxt) € S™! x [0,1] ~ tx € B" pour construire un
homéomorphisme dé(S" 1) versB".]
b. Montrer que le cbne d’'un espace topologique est contractile

Exercice 4. (Homotopies vs chemins)
SoientX et Y deux espaces topologiques. On munit I'ensendi{d€ Y) des applications continues de
X versY de la topologie diteompact-ouvert, c’est-a-dire engendrée par les ensembles

W(K,U) = {f e C(X,Y)| f(K) c U}

ou K est un compact d¥ etU un ouvert dey.
Le but de I'exercice est de montrer queX§iest localement compact, alors I'ensemble des classes
d’homotopie d’applications d¥ dansY est 'ensemble des composantes par aras(deY).
a. SoitH: X x [0, 1] — Y une application continue.
Montrer que I'applicationr: [0, 1] — C(X,Y), définie par(t) = H(-,t), est continue.
b. On suppose qu&X est localement compact, c’est-a-dire que tout poiniXdadmet un voisinage
compact. Soitr: [0, 1] — C(X, Y) une application continue.
Montrer que I'applicatiorH: X x [0, 1] — Y, définie paH(x, t) = a(t)(x), est continue.
c. Conclure.



