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TD6 - Groupe fondamental 3

Exercice 1. (Calcul de groupes fondamentaux)
Quel est le groupe fondamental des espaces topologiques suivants ?
a.R3 \ D, oùD est une droite dansR3.
b. R3 \ C, oùC est une cercle dansR3.
c. La bouteille de Klein

K = [0, 1]2/R,
oùR est la relation d’équivalence engendrée par (s, 0) ∼ (s, 1) et (0, t) ∼ (1, 1− t) pours, t ∈ [0, 1].

Exercice 2. (Attachement d’une cellule)
SoientX un espace topologique connexe par arcs,n ≥ 2 et f : Sn−1

= ∂Bn → X une application
continue. Le but de l’exercice est de montrer que le groupe fondamental de l’espace topologiqueBn∪ f X
obtenu en attachant àX une celluleBn de dimensionn le long def est

π1(B
n ∪ f X) �

{

π1
(

X, f (s0)
)

/Nf si n = 2,
π1(X) si n ≥ 3,

où, dans le casn = 2, s0 ∈ S1 et Nf est le plus petit sous-groupe distingué deπ1(X, f (s0)) contenant
l’image de l’homomorphismef∗ : π1(S1, s0)→ π1(X, f (s0)) induit par f .
a. Soient 0 le centre de la bouleBn et p: Bn ⊔ X→ Bn ∪ f X est l’application quotient. On pose :

U = p((Bn \ {0}) ⊔ X) et V = p(Bn \ Sn−1).

Montrer queU, V, etU ∩ V sont des ouverts deBn ∪ f X connexes par arcs.
b. Montrer queV est simplement connexe.
c. Montrer queU ∩ V est un rétract par déformation dep(Sn−1

1/2 ), oùSn−1
1/2 ⊂ Bn est la sphère de centre 0

et de rayon 1/2.
d. Montrer quep(X) est un rétract par déformation deU via une rétractionr : U → p(X) telle que

rp(x/2) = p f(x) pour toutx ∈ Sn−1.
e. En déduire que pour touts0 ∈ Sn−1, il existe un diagramme commutatif

π1(Sn−1, s0)

f∗
��

�
// π1(U ∩ V, p(s0/2))

j∗
��

π1(X, f (s0)) π1(U, p(s0/2)).�
oo

où les flèches horizontales sont des isomorphismes de groupes et j : U ∩ V ֒→ U est l’inclusion.
f. Conclure.

Exercice 3. (Groupes fondamentaux des espaces projectifs complexes)
Le but de l’exercice est de montrer que les espaces projectifs complexesCPn sont simplement connexes.
a. Montrer queCP1

� S2. En déduire queCP1 est simplement connexe.
b. Soit n ≥ 2. Montrer que

CP
n
� B2n ∪ f CP

n−1,

où f : S2n−1
= ∂B2n→ CPn−1 est la restriction de l’application quotientCn → CPn−1.

c. Conclure en utilisant l’exercice 2.



Exercice 4. (Groupes fondamentaux des espaces projectifs réels)
Le but de l’exercice est de montrer que les groupes fondamentaux des espaces projectifs réels sont

π1(RP
1) � Z et π1(RP

n) � Z/2Z pourn ≥ 2.

a. Montrer queRP1
� S1. En déduire queπ1(RP1) � Z.

b. Montrer que pourn ≥ 2,
RP

n
� Bn ∪ f RP

n−1,

où f : Sn−1
= ∂Bn→ RPn−1 est la restriction de l’application quotientRn→ RPn−1.

c. Conclure en utilisant l’exercice 2.

Exercice 5. (Groupe fondamental du bonnet d’âne)
Calculer le groupe fondamental dubonnet d’ânedéfini comme l’espace topologique quotient

An = B2/R,

oùR est la relation d’équivalence engendrée parz∼ ze2iπ/n pourz ∈ S1
= {z ∈ C | |z| = 1} = ∂B2.

Exercice 6. (Groupes de présentation finie comme groupes fondamentaux)
Montrer que tout groupe de présentation finie est le groupe fondamental d’un espace topologique.
[Indication : si G � 〈g1, . . . , gm | r1, . . . , rn〉, attachern cellulesB2 au bouquet dem cercles.]

Exercice 7. (Invariance du domaine)
Soitn > 2. Le but de l’exercice est de montrer qu’un ouvert non vide deRn n’est jamais homéomorphe
à un ouvert non-vide deR2. Ce résultat est un cas particulier du théorème d’invariance du domaine :
lorsquem, m, deux ouverts non vides deRm etRn ne sont jamais homéomorphes.
Supposons qu’il existe un homéomorphismeh: U → V entre un ouvert non videU deRn et un ouvert
non videV deR2. Soit x ∈ U. On posey = h(x) ∈ V.
a. Montrer qu’il existe une boule ouverteB1 centrée enx dansU et des boules ouvertesB2, B3 centrées

eny dansV telles queB3 ⊂ h(B1) ⊂ B2.
b. Soit y0 ∈ B3 \ {y}. On posex0 = h−1(y0) ∈ B1 et on considère les applications

B3 \ {y}
h−1

// B1 \ {x}
h

// B2 \ {y}

obtenues par (co)restriction de l’homéomorphismeh et de son inverse. Déterminer les morphismes
de groupes induits :

π1(B3 \ {y}, y0)
(h−1)∗

// π1(B1 \ {x}, x0)
h∗

// π1(B2 \ {y}, y0).

c. Conclure.


