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Sciences et Technologies

Exercice 1. (Calcul de groupes fondamentaux)
Quel est le groupe fondamental des espaces topologiquesii?
a.R3\ D, ouD est une droite darg3.
b.R3\ C, ouC est une cercle darfs’.
c. La bouteille de Klein
K = [0, 1]%/R,
ouR est la relation d’équivalence engendrée ma0) ~ (s, 1) et (Qt) ~ (1,1 -t) pours,t € [0, 1].

Exercice 2. (Attachement d’'une cellule)

SoientX un espace topologique connexe par arcs; 2 et f: S™! = 9B" — X une application
continue. Le but de I'exercice est de montrer que le groupgdmental de I'espace topologigB®Js X
obtenu en attachant&une celluleB" de dimensiom le long def est

X, f N in=2
m(B" U X) = { Zigx’) (S0))/N¢ 2: 2 - 3:

ou, dans le cas = 2, 55 € St et N; est le plus petit sous-groupe distinguémdéX, f(sy)) contenant
I'image de ’lhomomorphismé, : 71(S?, sp) — m1(X, f()) induit parf.
a. Soient 0 le centre de la boul et p: B" LI X — B" U X est I'application quotient. On pose :

U=p(B"\{0)uX) et V=pB"\S").

Montrer quelJ, V, etU NV sont des ouverts d&" U; X connexes par arcs.

b. Montrer queV est simplement connexe.

c. Montrer queU NV est un rétract par déformation 0(982/‘21), ou 82721 c B" est la sphére de centre 0
et de rayon 12.

d. Montrer quep(X) est un rétract par déformation dk via une rétractiom: U — p(X) telle que
rp(x/2) = pf(x) pour toutx € S"1,

e. En déduire que pour tog € S™?, il existe un diagramme commutatif

m(S™Y, ) — = m(U NV, p(s/2))

‘| |
ﬂl(x’ f(SO)) <E— 7T1(U’ p(SO/Z))

ou les fleches horizontales sont des isomorphismes de gretipeU NV — U est I'inclusion.
f. Conclure.

Exercice 3. (Groupes fondamentaux des espaces projectifsmplexes)
Le but de I'exercice est de montrer que les espaces prgjeciifiplexe€P" sont simplement connexes.
a. Montrer queCP* =~ S2. En déduire quEP* est simplement connexe.
b. Soitn > 2. Montrer que
CP" = B™ u; CP" 4,
ou f: S?1 = 9B — CP"! est la restriction de I'application quotie@it — CP"*.
c. Conclure en utilisant I'exercice 2.



Exercice 4. (Groupes fondamentaux des espaces projectiféals)
Le but de I'exercice est de montrer que les groupes fondaurimtes espaces projectifs réels sont

mRPHY=Z et m(RP") =Z/2Z pourn> 2.

a. Montrer queRP* = S*. En déduire que;(RP') = Z.
b. Montrer que poun > 2,
RP" = B" U RP™?,
ol f: S™1 = 9B" — RP"! est |a restriction de I'application quotieRf — RP" 2,
c. Conclure en utilisant I'exercice 2.

Exercice 5. (Groupe fondamental du bonnet d’ane)
Calculer le groupe fondamental Bonnet d’aneléfini comme I'espace topologique quotient

A, = B?/R,
oUR est la relation d’équivalence engendrée parze™" pourze S' = {ze C||7 = 1} = 6B

Exercice 6. (Groupes de présentation finie comme groupes fdamentaux)
Montrer que tout groupe de présentation finie est le groupegimental d’un espace topologique.
[Indication :SiG = (g1, ...,0m|l1, ..., Iy, attachen cellulesB? au bouquet den cercles.]

Exercice 7. (Invariance du domaine)

Soitn > 2. Le but de I'exercice est de montrer qu’un ouvert non vid&#ge’est jamais homéomorphe

a un ouvert non-vide d&2. Ce résultat est un cas particulier du théoréme d’invaéahcdomaine :

lorsquem # m, deux ouverts non vides @&" etR" ne sont jamais homéomorphes.

Supposons gu'’il existe un homéomorphismdJ — V entre un ouvert non vide deR" et un ouvert

non videV deR?. Soitx € U. On posey = h(x) € V.

a. Montrer gu'il existe une boule ouveri® centrée erx dansU et des boules ouvert®s;, B; centrées
eny dansV telles queB; c h(B,) c Bs.

b. Soity, € Bz \ {y}. On posexy = h™X(y) € B, et on considére les applications

Bs\ {y} = By \ {X} —= B, \ {y}

obtenues par (co)restriction de ’lhoméomorphidnet de son inverse. Déterminer les morphismes
de groupes induits :

m1(Bs \ {Y}, Yo) o, m1(B1 \ {X}, Xo) LN m1(B2 \ {Y}, Vo).

c. Conclure.



