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Les trois exercices et le probleme sont indépendants. Lies i@ cours et de TD sont autorisées. |l
sera tenu compte de la clarté et de la précision de la rédactio

Exercice 1. (Vrai ou faux)

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.

Justifier la réponse par une courte preuve ou un contre-dgemp

a. Une application continue injective induit un morphismesttjf entre les groupes fondamentaux.

b. Le groupe fondamental d&* x S* est isomorphe au produit libx Z.

c. Etant donnés des groupes topologigGest H, un morphisme de groupe: G — H est continue si
et seulement s'il est continue ep.1

Exercice 2. (Espace des configurations)
L’ espace des configurations de 2 points d@rest le sous-espace topologiquetfedéfini par

Fo={(z1,2) € C?|zs # 2.

a. Montrer queF, a le méme type d’homotopie q& = {zc C||Z = 1}.
Indication : montrer que les applications: S* — F, et¢: F, — S, définies pag(z) = (z 0) et
o(z1,2) = (n—2)/1zs—2| , sont des équivalences d’homotopie inverses I'une deréaart explicitant
des homotopiegy ~ ids: ety¢ ~ idg,.

b. En déduire qué-, est connexe par arcs et que son groupe fondamental est [Soeaik.

Exercice 3. (Automorphismes de revétements)
Combien d’automorphismes possede un revétement nonigaldising feuillets dont I'espace total est
connexe et localement connexe par arcs ?

Probléme

Partie I. (Revétements d’'un groupe topologique)

Soit p: E — G un revétement, ot est un espace topologique@test un groupe topologique. On

suppose quE etG sont connexes et localement connexes par arcs. On notedigipdeG par= et son

élément neutre par 1. S@itc p~(1). Le but de cette partie est de montrer qu'il existeBune unique

structure de groupe topologique admet&pour élément neutre et telle gpesoit un homomorphisme

de groupes topologiques.

a. Soienta et sont deux lacets d& basés en 1. Notons par: 3 et @ les lacets dé&s définis par
(o % B)(S) = () * B(s) eta(s) = a(s)™* pours e [0, 1]. Montrer que dans(G, 1) ona:

[@]lB] = [a+p] et [o]™ =[a].

Indication : montrer quex = 8 est homotope (a extrémités fixes) a la composition usuell@
des lacetsr ets. Pour cela, on pourra considérer I'applicatidn [0, 1] x [0, 1] — G, définie par
H(s t) = A(s t) = B(s, t), ouA et B sont des homotopies (a extrémités fixesyder - c et deg ac- g,
respectivement; désignant le lacet d& constant égal a 1.

b. Soitm: E x E — G I'application définiem(x,y) = p(x) = p(y).
Montrer quem,(m1(E x E, (g,€)) c p.(m(E,€)). En déduire qu'il existe une unique application
continuem: E x E — E telle queni(e, e) = eet pf=m.

c. Soit.: E — G l'application définiel(x) = p(x)~2.
Montrer qu’il existe une unique application continueE’ — E telle quei{e) = eetpt = «.



d.

e.

Montrer que pour tousg,y,z € E,

m(Mm(x, y), 2) = M(x, M(y,2)) et m((x), x) = e=mM(x, 1(X)).
Conclure.

Partie 1. (Structure de groupe topologique surS?3)
Le but de cette partie est de montrer que la sphére

83:{(Xl,Xz,Xs,X4)€R4|X%+X§+x§+x§:1}

admet une structure de groupe topologigue non commutatifur Bela, on considere les espaces
topologiques

B = {(x. %, Xs) € R¥ X+ 5 +X§ <1} et SQR) = (M e Mats(R) |'MM = I3 et detM) = 1,

ainsi que le groupe multiplicatit, = {1, —1}.
a. Montrer que I'application quotiem: S — S3/Z, est un revétement, dy agit par multiplication

b.

scalaire sufs®.

Soit ~ la relation d’équivalence siB® définie parx ~ ysix = you (x € S? ety = —Xx).
Montrer queS3/Z, = B3/ ~.

Indication : considérer I'applicatiopf: B3 — S%/Z,, ol f: B3 — S° est définie par

f(X) = (X1, X2, X3, V1= IXI[?) pour X= (X1, X2, Xs) avec [IX|= /3¢ + X5+ X5.

. Montrer queB3/ ~ =~ SO;(R).

Indication : considérer I'applicatiom: B3 — SO;(R) définie par :h(0) = I3 et, pourx € B3\ {0},
h(x) est la matrice dans la base canoniqu®élee la rotation de vecteur directexiet d’anglex||x||.

. En déduire un revétemes — SO;(R) et conclure (au moyen de la partie |).



