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Exercice 1. (Connexité)
Soit X un espace topologique. Montrer que les assertions sug/aate équivalentes :

(i) pourtous ouvertd),VdeX,siUNnV=0etUuUV =X, alorsU =0ouV =0;
(ii) pour tous fermés, GdeX,siFNG=0etFUG =X, alorsF =0ouG=0;
(iii) les parties deX ouvertes et fermées sahet X ;
(iv) toute application continué: X — {0, 1} est constante, ofD, 1} est munie de la topologie
discréte.

Un tel espace topologique est ditconnexe. Une partieC d’un espace topologique estnnexe si C
munie de la topologie induite est un espace topologiqueean

Exercice 2.

a. Montrer que I'image d’une partie connexe par une applicationtinue est connexe.

b. Montrer que I'union de parties connexes d’'un espace topglegayant un point en commun est
connexe.

c. Montrer que le produit de deux espaces topologiques cosresteonnexe.

d. Montrer que siC est une partie connexe d’un espace topologiualors toute partié de X telle
queC c A c C est connexe.

Exercice 3.
Montrer que les parties connexeskisont les intervalles.

Exercice 4. (Connexité par arc)

Un espace topologique estconnexe par arcs si pour tousx,y € X, il existe unchemin reliantx ay,
c’est-a-dire une application continge [0, 1] — X telle quey(0) = x ety(1) = y. Une partieC d'un
espace topologique esbnnexe par arcs si C munie de la topologie induite est un espace topologique
connexe par arcs.

a. Montrer qu’un espace topologique connexe par arcs est genne

b. Montrer que I'image d’une partie connexe par arcs par unéagon continue est connexe par arcs.
c. Montrer que le produit de deux espaces topologiques cosmEearcs est connexe par arcs.

Exercice 5. (Composantes connexes et composantes connge&sarcs)

Soit X un espace topologique. Lesmposantes connexes de X sont les classes d’équivalences de la

relation d’équivalence suX définie parx ~ y s'il existe une partie connexe décontenani ety. Les

composantes connexes par arcs de X sont les classes d’équivalences de la relation d’équigalearX

définie parx ~ y s'il existe un chemin reliant ay.

a. Montrer que les composantes connexeX dent des parties fermées connexes disjointes dont I'union
estX, et que toute partie connexe non videXiest contenue dans une unigue composante connexe.

b. Montrer que les composantes connexes par arcs slent des parties connexes par arcs disjointes
dont I'union estX, et que toute partie connexe par arcs non vidX @st contenue dans une unique
composante connexe par arcs.

c. Montrer que toute composante connexe par arc¥X @st contenue dans une unique composante
connexe deX.

d. Montrer que siX est localement connexe par arcs (i.e., admet une base disgomnexes par arcs),
alors les composantes connexes par arcs sent les composantes connexes<de



Exercice 6.
L'espaceR" \ {X, ..., Xy} est-il connexe ?

Exercice 7.
Déterminer le nombre de composantes connexes du sousedspatogique d®? suivant :

X ={(xy) € R*|y* = x(x - 1)(x - 2)}.
Exercice 8.

Montrer que Gly(C) est connexe.
[Indication : pourA, B € GL,(C), considérer I'applicatioh— dettA + (1 —t)B) et ses zéros.]

Exercice 9.
L'espace Gly(R) est-il connexe ?

Exercice 10.
a. L'intervalle [0, 1] et le carré [01] x [0, 1] sont-ils homéomorphes ?
b. Lintervalle [0, 1] et le cercleSt = {(x,y) € R?| x? + y? = 1} sont-ils homéomorphes ?



