\\ U niversité 201415 - MAsTER 1 - M416 - TOPOLOGIE
” L] ] ] € 1 TD3 - TOPOLOGIE QUOTIENT

Sciences et Technologies

Exercice 1.
Les sous-espaces {R), O,(R), SO,(R) de M,(R) sont-ils compacts ?

Exercice 2. (Projection stéréographique)
SoitN = (0,...,0,1) le pole nord de la sphe@" = {(X4,..., Xp.1) € R™?! | X+ +x2, =1} La
projection stéréographique de poledsét I'applicationp: S"\{N} — R" qui associe a tout € S"\{N}
I'unique pointp(x) deR" tel que les pointd, x, et (p(x), 0) soient alignés dark™?.
a. Calculerp(x) pour toutx = (Xg, ..., Xns1) € S"\{N}.

On fera un dessin illustrant la situation dans le was?2.
b. Montrer quep est un homéomorphisme.

Exercice 3. (Quotient par identification)
SoientX un ensembleA une partie non vide d¥, et f: A — X une application telle que

VxeA f(X)eA= f3x) ex f(X).

Pourx € X, on définit la partiex de X par

(X} sixg AU f(A),
%=1 (f(}U FI{F(X)) sixeA,
{x}u f1({x}) sixe f(A)\A.

SoitR la relation sutX définie parxRy siy € X.

Montrer queR est une relation d’équivalence s¥itelle que la classe d’équivalence de taut X estx
et f(X) = X pour toutx € A. Lensemble quotient est/R est notéX/ f.

[Indication : on pourra montrer qué(x) = X pourx € A, puis quexRy si et seulement & = V.]

Exercice 4. (Actions de groupes)

On rappelle qu'un group& qui agit sur un ensembl¥ définit surX une relation d’équivalence,

I'ensemble quotient (i.e., 'ensemble des orbites de iketétant notéX/G. En particulier, lorsque

X est un espace topologique, on muXiG de la topologie quotient.

/\ LorsqueG c X, on ne confondra pas 'espak¢G ainsi défini avec I'espace obtenu en identifi@nt
a un point (également no/G).

a. Montrer queR/Q n’est pas séparé, dll agit surR par translation.

b. Montrer queR/Z = S* = {ze C||Z = 1}, oUZ agit surR par translation.

Exercice 5. (Actions continues de groupes topologiques)
Soit G un groupe topologique (i.e., un groupe muni d’une topoldgile que la multiplication et la
fonction inverse soient continues) agissant continlmantis espace topologiqué
a. Montrer que la surjection canoniqpe X — X/G est ouverte.

En déduire queX/G est sépare si et seulementgic{(X,y) € Xx X]|y # gx} est un ouvert d& x X.
b. On suppos& fini. Montrer que la surjection canoniqye X — X/G est fermée.

En déduire que sX est compact, alorX/G I'est également.

Exercice 6.

Le cOned’un espace topologique est I'espace quotier@(X) = X x [0, 1]/X x {0}.
Montrer queC(S"?!) = B".

[Indication : on pourra utiliser I'applicationx;t) € S"™* x [0, 1] - tx € B"]



Exercice 7. (Espaces projectifs)
SoientK un corps et > 1. L'espace projectif suk dimension rest le quotient

KP" = (K™*\{0})/K"

ou K* agit par multiplication scalaire. La classe dg,(.., X.,.1) € K™\ {0} se note ki, ..., Xns1].
LorsqueK = R ouC, on munitKP" de la topologie quotient.
a. Montrer queCP" et RP" sont séparés.
b. Montrer que
CPn ~ 82n+l/81,
ou St = {z € C|lZ = 1} agit surS™* = {(z,...,Zw1) € C™ |1zl + -+ + |z = 1} par
multiplication scalaire. En déduire q@#®" est compact.
c. Montrer queCP! = S2. En déduire qu&3/St = S2,
d. Montrer que
RP" = S"/Z,,
oUZ, = {1, -1} agit surS" = {(X4, ..., Xns1) € R™?! | X2 +---+ X2, = 1} par multiplication scalaire.
En déduire qu&P" est compact.

Exercice 8. (Carrés cocartésiens)
Un carré cocartésiem’espaces topologiques est un carre

Ao x

o e

ou A X, Y,Z sont des espcaces topologiquesfgtf,, g;, g, sont des applications continues, qui est
commutatif ¢, f, = g.f,) et tel que pour tout espace topologigtkeet toutes applications continues
hi: X - W, hy: Y - W vérifianth, f; = h,f,, il existe une unique application continge Z — W
telle queh; = ¢g; eth, = ¢Qs,.

a. Soient deux carrés cocartésiens

A" X A" X
le lgl et le lg’l
Y—>Z Y—>Z’

Montrer gu’il existe un unique homeomorphispeZ — Z’ tel queg; = ¢0: etg, = ¢0,.

b. SoientX, Y des espaces topologiquésgst une partie d¥, etf : A — X est une application continue.
NotonsX Us Y le recollement de&¥ a X le long def. Soienti: A — Y I'application d’inclusion,
j: X = XUsYetg: Y - XU; Y les applications induites par les inclusiods— X U Y et
Y — X U'Y. Montrer que le carré suivant est cocatésien :

f

A X
il ij
Y—g>XUfY

c. Utiliser les surjections canoniqugs S** — CP"*' etq: S™* — RP"™! de I'exercice 7 pour
construire des carrés cocartésiens :

gn-1_P_ opn-l gn1_ 9 ppnt
e
B ——— CP" B" RP"

d. En déduire qu€EP" = CP"* U, B etRP" = RP™* U, B".



