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Sciences et Technologies

Exercice 1. (Groupes par générateurs et relations)
a. Reconnaitre le groupe

(a,b,c,d,e|d=¢€, bda=1, ablc=1, bc=a, de=c).
b. Montrer que les groupes suivants sont isomorphes
(a,blaba=Db) et (xy|x3?=1).
c. Montrer que les groupes suivants ne sont pas isomorphes
(ab|ba’h’®=a, abab® =1) et (xyly’xy=x xy=y>).

Exercice 2. (Somme amalgamée triviale)
Montrer que la somme amalgamé® 8Z) =, (Z/2Z) deZ/3Z etZ/2Z au dessus d& le long des sur-
jections canoniquesd — Z/3Z et’Z — Z/2Z est le groupe trivial.

Exercice 3. (Attachement d’'une cellule)

SoientX un espace topologique connexe par arcs; 2 et f: S™! = 9B" — X une application
continue. Le but de I'exercice est de montrer que le groupeédmental de I'espace topologigB&Js X
obtenu en attachant&une celluleB" de dimensiom le long def est

. _ [ m(X f@)/«im(f)y) sin=2,
(BT Vs X) = { m1(X) sin> 3,
ou, dans le cas = 2, ((im(f.))) est le plus petit sous-groupe distinguénd€X, f(1)) contenant I'image
de I'hnomomorphismé, : 71(S?, 1) — 71(X, f(1)) induit parf.
a. Soient 0 le centre de la boul et p: B" LI X — B" U X est I'application quotient. On pose :
U=p((B"\{0)uX) et V=p(B"\S").
Montrer quel, V, etU NV sont des ouverts d&" U; X connexes par arcs.
b. Montrer queV est simplement connexe.
c. Montrer queU NV est un rétract par déformation @(982/‘21), ou 82721 c B" est la sphére de centre 0
et de rayon 12.
d. Montrer quep(X) est un rétract par déformation dik via une rétractiom: U — p(X) telle que
rp(x/2) = pf(X) pour toutx € S"1,
e. En déduire que pour tog € S™1, il existe un diagramme commutatif

71(S"Y, o) —— m(U NV, p(s0/2))
‘| |
ﬂl(x’ f(SO)) <E— 7T1(U’ p(SO/Z))

ou les fleches horizontales sont des isomorphismes de gretipeU NV <— U est I'inclusion.
f. Conclure.

Exercice 4. (Bouteille de Klein)
Déterminer le groupe fondamental debtauteille de Klein définie par

K = [0,1]/R,

ouR est la relation d’équivalence engendrée ga0) ~ (s, 1) et (Qt) ~ (1,1 -t) pours,t € [0, 1].
[Indication : montrer quek = B2 U St ol f: St — St est définie parf (2) = Z]



Exercice 5. (Groupes fondamentaux des espaces projectifsraplexes)
Montrer que les espaces projectifs compleZES sont simplement connexes.
[Indication : utiliser les exercices 7.c et 8.d du TD3.]

Exercice 6. (Groupes fondamentaux des espaces projectiféals)
Montrer que les groupes fondamentaux des espaces projesls sont

m®PY =Z et m(RP") =Z/2Z pourn > 2.
[Indication : montrer queRP* = St et conclure en utilisant I'exercice 8.d du TD3.]

Exercice 7. (Espaces lenticulaires)

Soientp et q deux entiers premiers entre eux. Notenta symétrie orthogonale d&® par rapport au
planz = O etr la rotation deR® de direction (00, 1) et d’angle z/p. L espace lenticulaire de type
(p, q) est I'espace topologique quotient

L(p,q) = B%/R,
ouR est la relation d’équivalence sB? engendrée pax ~ o(r4(x)) pourx € S2. Montrer que

n1(L(p, Q) = Z/pZ.

Exercice 8. (Bouquet de cercles)
Determiner le groupe fondamental d’bauquet den cercles, qui est la réunion decercles reliés tous
ensemble en un seul point.

Exercice 9. (Groupes de présentation finie comme groupes fdamentaux)
Montrer que tout groupe de présentation finie est le groupeaimental d’un espace topologique.
[Indication: siG = (Q1,...,0m|r4,..., I, attachen cellulesB? au bouquet den cercles.]



