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S N OLOGIES TD1 - TOPOLOGIE GENERALE

Exercice 1.
Soit X un ensemble. Vérifier que 'ensemble vide et les complénrestede parties finies dé forment
une topologie suK, appelédopologie cofinie

Exercice 2. (Topologie engendrée)
SoientX un ensemble eB un ensemble de parties de Montrer qu’il existe une plus petite (au sens
de I'inclusion) topologie suK contenantB, appelée ldopologie engendrée pas.

Exercice 3. (Base pour une topologie)
Soit X un ensemble. Unkase pour une topologie surest un ensembl8 de parties d&X tel que

(a) pour toutx € X, il existeB € 8 contenani ;
(b) pour tousB,, B, € B et toutx € B; N By, il existeBs € B tel quex € Bs c B; N Bs.

a. Montrer la topologie engendrée par une telle hBsest 'ensemble des partiés de X vérifiant les
conditions équivalentes suivantes :
(i) U est une réunion de d’éléments B¢
(ii) pour toutx € U, il existeB € B tel quexe Bc U.
b. Montrer que I'ensemble des boules ouvertes d’espace raétfiqd) est une base pour une topolo-
gie surX. Latopologie suX engendrée par cette base s’appeltefmlogie induite par la distance.d

Exercice 4. (Base d’'une topologie)
Soit X un espace topologique. Ubase pour la topologie de ¥st une base pour une topologie Xur
gui engendre la topologie d¢
a. Soit B un ensemble d’ouverts @& Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) B est une base pour la topologie ¥e
(if) pour tout ouvertJ de X et toutx € U, il existeB e Btelquexe Bc U ;
(iii) les ouverts deX sont les réunions d’ouverts das8s
b. SoientX, Y des espaces topologiquesRtine base pour la topologie &e Montrer qu’une applica-
tion f: X — Y est continue si et seulement si pout t8ut B, f~1(B) est un ouvert d.

Exercice 5.

SoientB I'ensemble des intervalles ouveres b[ et B’ I'ensemble des intervalles demi-ouverssiy,

ou a, b sont des nombres réels tels que b. Montrer queB et 8’ sont des bases pour une topologie
surR. Comparer les topologies sRrqu’elles engendrent.

Exercice 6. (Topologie produit)

SoientX etY deux espaces topologiques. On muXiik Y du latopologie produit c’est-a-dire de la

topologie engendrée par la ba8e= {U x V |U ouvert deX, V ouvert deY}.

a. Verifier queB est bien une base pour une topologie Y.

b. Montrer que les projectiong;: X xY — Xetp,: Xx Y — Y sont continues.

c. Montrer qu’'une applicatiorf: Z — X x Y, ou Z est un espace topologique, est continue si et
seulement si les deux applicatiopsf : Z — X etp,f: Z — Y sont continues.

d. Il est faux de conjecturer qu’une applicatibn XxY — Z est continue si elle est continue en chaque
variable séparément. Vérifier cela en considérant la fonéti: R x R — R définie par=(0,0) = 0

etF(xy) = xy/(x* + y?) si (x,y) # (0, 0).



Exercice 7. (Espaces topologiques séparés)

Un espace topologique estparési deux points distincts de I'espace admettent toujourvdisinages

ouverts disjoints.

a. Montrer gu’un espace topologigxeest séparé si et seulement si la diagomate{(x, x) | x € X} est
un fermé dexX x X.

b. Montrer que le produit de deux espaces topologiques sépsirégpare.

c. Soit f: X — Y une application continue avétséparé. Montrer que lgraphede f, défini comme
'ensembleAs = {(x, f(X))| x € X}, est un fermé dX x Y.

Exercice 8. (Topologie induite)
a. SoientX un espace topologique, ayantpour topologie, eA est une partie d¥. Verifier que

Ta={UNA|U €T}

est une topologie suk, appelédopologie induitesur A par X. Un sous-espace topologiqade X est
une partie d&X munie de la topologie induite p.

b. Soient X, Y des espaces topologiques,un sous-espace topologique deet B un sous-espace
topologique deY. Montrer que la topologie produit s x B coincide avec la topologie induite
SurAx BparX xY.

c. La boucle d'oreille hawaienne est 'uni@ = U,.,C, des cercle€, de centre (In,0) et de rayon
1/n. On munitC de la topologie induite pak?. Montrer que I'applicationf : C — C, définie par
f(x,y) = (nx ny) pour (x,y) € C,, n'est pas continue.

Exercice 9. (Topologie de Zariski)
SoitP = C[Xq, ..., X] 'anneau des polyndmesevariables. A tout idédl de®, on associe 'ensemble

Z() ={(ag,...,an) € C"|P(a,...,a,) = 0 pour toutP € | }.

a. Montrer que les ensembl&gl) définissent 'ensemble des fermés d’une topologieEuappelée
topologie de Zariski

b. Vérifier que poun = 1, la topologie de Zariski coincide avec la topologie cof{ntr I'exercice 1).

c. Montrer queB = {Bp | P € #}, ou

Bp =C"\ Z((P)) = {(a1.....a)) € C"|P(ay,...,a,) # 0},

est une base de la topologie de Zariski.
d. Observer que la topologie de Zariski n’est pas séparée : aeuarts non-vides se rencontrent obli-
gatoirement.

Exercice 10.

Montrer que les homéomorphismesR — R sont les bijections monotones HadansR.

[Indication : utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour neogin’'une application continue
injectiveR — R est monotone.]

Exercice 11.
Montrer qu’une application bijective continue n’est paccé@ment un homéomorphisme.

Exercice 12. (Connexité)
a. Soit X un espace topologique. Montrer que les assertions sug/aate équivalentes :
(i) pour tous ouvertd),VdeX,siUnNnV =0etU UV = X, alorsU =0 ouV =0;
(i) pour tous fermés, G de X, siFNG=0etF UG = X, alorsF =0 ouG =0;
(iii) les parties deX ouvertes et fermées sahet X ;
(iv) toute application continud: X — {0, 1} est constante, o{0, 1} est munie de la topologie
discréte.
Un tel espace topologiqu¢ est ditconnexe
b. Une partieC d’'un espace topologique esbnnexesi C munie de la topologie induite est un espace
topologique connexe. Montrer qu’une padiel’'un espace topologiqguéest connexe si et seulement
si pour tous ouvertd,VdeXtelsqueU nVNC=0etCcUuUV,ona:CcUouCcV.



c. Montrer que I'image d’une partie connexe par une applicat@ntinue est connexe.

d. Montrer que I'union de parties connexes d’'un espace tojqlegayant un point en commun est
connexe.

e. Montrer que le produit de deux espaces topologiques cosresteonnexe.

f. Montrer que siC est une partie connexe d’'un espace topologiualors toute partié\ de X telle
queC c A c C est connexe.

Exercice 13.
Montrer que les parties connexeskisont les intervalles.

Exercice 14. (Connexité par arc)

Un espace topologique estconnexe par arcsi pour tousx,y € X, il existe uncheminreliantx ay,
c’est-a-dire une application continge [0, 1] — X telle quey(0) = x ety(1) = y. Une partieC d'un
espace topologique esbnnexe par arcsi C munie de la topologie induite est un espace topologique
connexe par arcs.

a. Montrer qu’un espace topologique connexe par arcs est genne

b. Montrer que I'image d’une partie connexe par arcs par unéegion continue est connexe par arcs.
c. Montrer que le produit de deux espaces topologiques cosmEearcs est connexe par arcs.

Exercice 15.
Montrer que Gly(C) est connexe.
[Indication : pourA, B € GL,(C), considérer I'applicatioh— dettA + (1 —t)B) et ses zéros.]

Exercice 16.
L'intervalle [0, 1] et le carré [01] x [0, 1] sont-ils homéomorphes ?

Exercice 17.
Montrer que I'adhérence déx, sin(1/x)) | x > 0} c R? est connexe mais n’est pas connexe par arcs.

Exercice 18. (Composantes connexes et composantes consga arcs)

Soit X un espace topologique. Lesmposantes connexds X sont les classes d’équivalences de la

relation d’équivalence suX définie parx ~ y s'il existe une partie connexe décontenani ety. Les

composantes connexes par adesX sont les classes d’équivalences de la relation d’équigalearX

définie parx ~, y s'il existe un chemin reliant ay.

a. Montrer que les composantes connexeXdent des parties fermées connexes disjointes dont I'union
estX, et que toute partie connexe non videXiest contenue dans une unigue composante connexe.

b. Montrer que les composantes connexes par arcs slent des parties connexes par arcs disjointes
dont I'union estX, et que toute partie connexe par arcs non vidX @st contenue dans une unique
composante connexe par arcs.

c. Montrer que toute composante connexe par arc¥X @st contenue dans une unique composante
connexe deX.

d. Montrer que siX est localement connexe par arcs (i.e., admet une base disgomnexes par arcs),
alors les composantes connexes par arcs sient les composantes connexes<de

Exercice 19.
Montrer que si un espace topologig¥eest une réunion disjointe d’ouverts connexes, alors les-com
poshates connexes desont ces ouverts connexes.

Exercice 20.
Déterminer le nombre de composantes connexes du sousedéepatogique d®? suivant :

X ={(xy) € R?|Y* = x(x— 1)(x - 2)}.



