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ET TECHNOLOGIES

Exercice 1.
Les groupes topologiques GR), O,(R), SO,(R) sont-ils compacts ? connexes ?
Méme question pour GI(C), U,(C), SU,(C).

Exercice 2. (Projection stéréographique)
SoitN = (0,...,0,1) le pole nord de la Sphe@" = {(Xy,..., %) € R™ X + .-+ %2 =1} La
projection stéréographique de poledsét I'applicationp: S"\{N} — R" qui associe a tout € S"\{N}
I'unique pointp(x) deR" tel que les pointd, x, et (p(x), 0) soient alignés darig™?.
a. Calculerp(x) pour toutx = (Xq, ..., Xnr1) € S"\{N}.

On fera un dessin illustrant la situation dans le cas?2.

b. Montrer quep est un homéomorphisme.

Exercice 3. (Cbnes d’espaces topologiques)

Le coned’un espace topologique est I'espace quotier@(X) = X x [0, 1]/ X x {0}.
Montrer queC(S™?) = B".

[Indication : on pourra utiliser I'applicationx t) € S™! x [0, 1] — tx € B".]

Exercice 4.

Montrer que la sphérg? est obtenue en recollant les tores pleédis B? et B> x St le long de leur bord
communS?t x St.

[Indication : montrer queA = {(x,y,zt) € S*| X2 +y? > 1/2} etB = {(x.y,zt) € S} % + y? < 1/2)
sont homéomorphes a des tores pleins.]

Exercice 5. (Espaces projectifs)
SoientK un corps et > 1. L' espace projectif suk dimension rest le quotient

KP" = (K™\{0})/K"

ou K* agit par multiplication scalaire. La classe dg,(.., X.,.1) € K™\ {0} se note ki, ..., Xn.1].
LorsqueK = R ouC, on munitKP" de la topologie quotient.
a. Montrer que

RP" =~ S"/Z, = B"/R,

0UZ, = {1, -1} agit surS" = {(Xa, ..., Xn.1) € R™?! | X% +---+ X2, = 1} par multiplication scalaire et
R est la relation d’équivalence sBf = {(xy, ..., X,) € R" | X2+ -+ + X2 < 1} définie payRx siy = x
ou (x € S"tety = —x).

b. Montrer que

CPH ~ 82n+1/Sl ~ an/R,

oUS! = {ze C||Z = 1} agit surS™*" = {(zy, ..., zn11) € C™| [z + -+ + [Zoya® = 1} par multipli-
cation scalaire eR est la relation d’équivalence s8" = {(z, ..., 2, € C" | 1Z2+ -+ |z2 < 1)
définie paryRx siy = xou (x € S> ! et il existed € S* tel quey = AX).

c. Montrer queCP" et RP" sont compacts.

d. Montrer queCP* = S2. En déduire qu&3/St = S2.



Exercice 6. (Décomposition celllulaire des espaces projés)
Un carré cocartésiem’espaces topologiques est un carré

Ao X

o |

OUA, X, Y, Z sont des espcaces topologiques$.e}, i, | sont des applications continues, qui est commu-

tatif (c'est-a-dire,jif = jg) et tel que pour tout espace topologidi¥eet toutes applications continues

h: X - Wetl: Y - W vérifianthf = Ig, il existe une unique application continge Z — W telle

queh = ¢i etl = ¢j. On rappelle qu& est alors homéomorphe a I'espace topologigug 4 Y obtenu

en recollaniX etY le long def etg.

a. Utiliser les projections canoniqu@s_.: S™* — RP" ! etq,_1: S — CP"* de I'exercice 5 et les
inclusionsS"™* < B" pour construire des carrés cocartésiens :

Sn—l Pn-1 an—l SZn—l On-1 CPn_l
| ]
B" RP" B —— CP"

b. En déduire qu&P" = RP"* u,, , B"etCP" = CP" 'y, _, B
c. Déterminer une décomposition cellulaire k2" et CP".

Exercice 7.
Montrer queR/Q n’est pas sépare, dliagit surR par translation.

Exercice 8.
SoientG un groupe topologique séparéteiun sous-groupe de.
Montrer que I'espace des orbit€gH = {gH | g € G} est séparé si et seulementksest ferme.

Exercice 9. (Exponentielle d’espaces topologiques)

Etant donés des espaces topologigiesY, on note paC(X, Y) I'ensemble des applications continues
deX versY, et parY* I'espace topologique d’ensemble sous-jac®X, Y) et muni de la topologie dite
compacte-ouverie’est-a-dire engendrée par les ensembles

W(K,U) = {f e C(X,Y)| f(K) c U}

ou K est un compact d¥ etU un ouvert dey.
SoientX, Y, Z des espaces topologiques. On considére I'application

D:C(ZxXY)— C(Z Y

définie par®(f)(2) = f, € YX pour tousf € C(Z x X,Y) etze Z, ou f,(X) = f(z X) pour tourx € X.

a. Montrer que I'applicationb est bien définie et injective.

b. Montrer que siX est localement compact (i.eX, est séparé et tout point d¢admet un voisinage
compact) alors I'applicatio® est bijective.
[Indication : montrer que dans un espace topologique localement contpattoisinage d’'un point
contient un voisinage compact du point.]

Exercice 10. (Actions de groupes topologiques)

SoientG un groupe topologigue e un espace topologique. Soit Hom&d(’ensemble des homéo-

morphismes d& versX muni de la topologie compacte-ouverte (voir I'exercicecgaent).

a. Montrer que toute action continue esur X induit un morphisme de groupes continu @evers
HomeoK).

b. Montrer que sKX est localement compact, alors tout morphisme de groupémoagn G — HomeoK)
définit une unique action continue @esur X telle quey soit le morphisme de groupes induit.



