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Exercice 1. (Question de cours)
a. Qu’est-ce qu’unehomotopie relativement à une partie?
b. Qu’est-ce que l’homologied’un complexe de chaînes ?

Exercice 2. (Suspension d’un espace topologique)
La suspensiond’un espace topologiqueX est l’espace quotient

Σ(X) = X × [0, 1]/R

oùR est la relation d’équivalence surX × [0, 1] dont les classes d’équivalence sontX × {0}, X × {1} et
les singletons{(x, t)} pour (x, t) ∈ X×]0, 1[.
Montrer queΣ(Sn−1) est homéomorphe àSn pour toutn ≥ 1.
Indication : considérer l’application

(x, t) ∈ Sn−1 × [0, 1] 7→ (sin(πt)x, cos(πt)) ∈ Sn ⊂ Rn+1
= R

n × R.

Exercice 3. (Espace des configurations)
L’ espace des configurations de 2 points dansC est le sous-espace topologique deC2 défini par

F2 = {(z1, z2) ∈ C
2 | z1 , z2}.

a. Montrer queF2 a le même type d’homotopie queS1
= {z ∈ C | |z| = 1}.

Indication : montrer que les applicationsψ : S1 → F2 et φ : F2 → S1, définies parψ(z) = (z, 0) et
φ(z1, z2) = (z1−z2)/|z1−z2| , sont des équivalences d’homotopie inverses l’une de l’autre en explicitant
des homotopiesφψ ≃ idS1 etψφ ≃ idF2.

b. En déduire le groupe fondamental et les groupes d’homologiesingulière deF2.

Exercice 4. (Vrai ou faux)
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Justifier la réponse par une courte preuve ou un contre-exemple.
a. Tout ensemble non vide muni de la topologie discrète est contractile.
b. Tout ensemble non vide muni de la topologie grossière est contractile.
c. Toute application continue injective induit des morphismes injectifs en homologie.

Exercice 5. (Homologie du tore)
Le but de l’exercise est de calculer les groupes d’homologiedu toreT = S1 × S1.
a. CalculerH0(T).
b. Calculerπ1(T). En déduireH1(T), sachant queH1(T) est isomorphe à l’abélianisé deπ1(T).
c. Soienta etb deux point distincts deS1 et notons

U = S1 × (S1 \ {a}) et V = S1 × (S1 \ {b}).

Montrer queU et V sont des ouverts recouvrantT et ayant le même type d’homotopie queS1.
d. Montrer queU ∩ V a le même type d’homotopie queS1 ∐ S1.
e. En utilisant la suite de Mayer-Vietoris, calculer d’abordHn(T) pourn ≥ 3, puis calculerH2(T).

Exercice 6. (Homologie relative)
Soit (X,A) une paire d’espaces topologiques.
a. Ecrire la suite exacte longue d’homologie relative de la paire (X,A).
b. CalculerHn(Bn,Sn−1) pour toutn ≥ 1.
c. Notonsi : A→ X l’inclusion. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Hn(i) : Hn(A) → Hn(X) est un isomorphisme pour toutn ∈ N ;
(ii) Hn(X,A) = 0 pour toutn ∈ N.


