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Exercice 1. (Groupes fondamentaux)
Déterminer le groupe fondamental du t&€x S, du tore solideB? x S?, du cylindreS?! x [0, 1], du
cylindre infini St x R.

Exercice 2. (Logarithme complexe)
Le but de I'exercise est de montrer qu’il n’existe pas d’agilon continue logC* — C telle que

log(1)=0 et exp(logg) =z pourtoutze C*,

ou exp est I'exponentielle complexe. Pour cela, on supposmg telle application log existe.
a. Determinerr,(C, 0).

b. Montrer queS? est un rétract par déformation @&. En déduirer,(C*, 1).

c. Déterminer les morphismes de groupes,extdog, induits en homotopie.

d. Conclure.

Exercice 3. (Degreé)
Le degréd’une application continué: S* — St est

deg(f) = «(1) - a(0),

ol a@: [0,1] — R est un relévement du lacet [0,1] — S* défini para(t) = f(€?™) le long du
revétemenp: R — S défini parp(t) = e™.

a. Montrer que le degré déest un entier qui ne dépend pas du choix du reléve meleto.

b. Montrer que sif,g: S* — S* sont des applications continues homotopes, alorsfileg@ieg@).

c. Montrer que degyfo f) = deg@) deg(f) pour toutes applications continuégy: St — St.

d. Pourn € Z, calculer le degré de I'applicatioh: S* — S définie parf(2) = 2.

Exercice 4. (Théoreme fondamental de I'algebre)
Le but de I'exercice est de montrer que toute équation

+a 12t +az+a=0
de degrén > 1 a codficients complexes admet (au moins) une racine complexe.
Pour cela, on suppose que le polynéR(@ = 2" + a,.12"* + --- + a1Z + ay N'a pas de racine et on
considére les applicatiorfs S — St etG,H: S x [0, 1] — S* définies par
P(2 P(t2) t"P(z/t)
f(2 = =—, G(zt) = , H(zt) = .
S e - M S o7

a. Montrer quef est de degré nul en considér&ht

b. Montrer quef est de degré en considérarit.
c. Conclure.

Exercice 5. (Théoréme de Borsuk-Ulam)

Le but de I'exercice est de montrer que pour toute applinatantinuef : S? — R?, il existe un point

x € S? tel quef(x) = f(-x).

a. Montrer que sij: S — S? est une application continue qui s’étend continllment agudiB?, alors
g est de degré nul.

b. Montrer que sig: St — S! est une application continue telle qge-2) = —g(2) pour toutz € S?,
alorsg est de degré impair.

c. Montrer qu'il n’existe pas d’application continde S? — S! telle queh(-x) = —h(x) pour tout
pointx € S2.

d. Conclure.



Exercice 6. (Théoréme de Lusternik-Schnirelmann)

Montrer que si la sphér8? est recouverte par trois fermés, alors au moins I'un d’eetpe contient
deux points antipodaux.

[Indication : pourA, B des fermés d&2?, considérer I'applicatiox € S? — (d(x, A), d(x, B)) € R?.]



