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Dans cette feuille d’exercices, les complexes de chainesiaérés sont des complexes de chaines de
groupes abéliens de la forme

c=(-™c, e, ™ 2o Mc, o).
Exercice 1.
Soit f: A — B un morphisme de complexes de chaines.
Montrer que Kert), Im(f) et B/Im(f) sont des complexes de chaines.

Exercice 2. (Lemme des cinq)
Considérons le diagramme commutatif suivant, a lignestesatormé de groupes abéliens et de mor-
phismes de groupes :

f1 f fa f4

A A, Ag Ay As
Bl g1 BZ 02 B3 [} B4 O4 BS-

Le but de I'exercice est de montrer quessi ¢2, ¢4, s sont des isomorphismes, algrsaussi.
a. Montrer que sip; est surjective ep,, ¢4 sont injectives, alorg; est injective.

b. Montrer que sip,, ¢4 Sont surjectives ets est injective, alorg; est surjective.

c. Conclure.

Exercice 3.
Considérons le diagramme commutatif suivant de complegehdines a lignes exactes :
0 A B C 0
A
0 D E F 0.

Montrer que si deux des applicatiohsg, h induisent des isomorphismes en homologie, alors il en est
de méme pour la troisiéme.
Indication : appliquer le lemme des cing aux suites exactes longuest@sdem homologie.

Exercice 4. (Acyclicité vs contractilite)

Un complexe de chain€sestacyclique si H,(C) = 0 pour toutn > 0 et estcontractile si I'application

identité suiC est homotope a I'application nulle.

a. Montrer que si un complexe de chair@gst contractile alors il est acyclique.

b. Montrer que la réciproque a la question a) est fausse ena@énér
Indication : considérer le complexe de chainegléfini parC,, = Z/4Z pour toutn > 0 et dont
I'application de bord est la multiplication par 2.

c. Montrer que la réciproque a la question a) est vraie lorsagueC, est un groupe abélien libre.

Exercice 5. (Homologie singuliere vs groupe fondamental)
SoientX un espace topologique g € X. Considérons le 1-simplexe standard

Ar={(to.t}) €R?[to >0, t; 2 0, to+1y = 1}
et 'lhoméomorphisme: A; — [0, 1] défini parw(to, t1) = to. A tout cheminf: [0,1] — X on associe
un 1-simplexe singulieh(f) = fw: Ay — X.

a. Montrer que sir est un lacet d&, alorsh(a) est un 1-cycle.
Montrer que six eta’ sont des lacets homotopes, albfs) eth(a’) sont homologues.



b. Montrer que la correspondankhenduit un morphisme de groupes
H: 71(X, Xo)an — H1(X),

appelé le morphisme de Hurewicz, ®1(X, Xo)an désigne I'abélianisé du groupe(X, Xo).
c. On souhaite démontrer le théoréme de HurewiczX est connexe par arcs, alors H est un isomor-
phisme :
H1(X) = m1(X, Xo)ab-
Pour cela, pour chaque € X, on choisit un cheminy, d’origine X, et d’extrémitéx. A chaque
1-simplexe singulieo-: A; — X, on associe un lacét(c) de X basé erx, défini par

W(o) = vi) - (00™) - Vi
En étendant par linéarité I'application— [y(0)] € m1(X, Xo)an, ON Obtient un morphisme de groupes
S1(X) = m1(X, X0)ab- Montrer que ce morphisme induit un morphisme de groupes

2 H(X) = 7m1(X, Xo)av-

d. Montrer que¥ et H sont inverses I'un de l'autre.
Indication: montrer que sir est un 1-simplexe singulier d€ alors la classe d’homologie &é/ (o))
est représentée par le cydler ytg) — ().

e. Conclure.

Exercice 6. (Théoréme du point fixe de Brouwer)

Le but de I'exercice est de montrer que toute applicatioricoa f : B" — B" possede un point fixe.

a. Vérifier que le résultat est vrai poar= 0 etn = 1.

b. On suppose que > 2. Montrer qu’il n’existe pas de rétraction du disdsiesur le cercleS" .
Indication : dans le cas contraire, considérer le morphisme induit éesr¢r — 1)-iemes groupes
d’homologie singuliére et utiliser que,_,(S" 1) = Z etH,_1(B") = 0.

c. Soit f: B" — B" une application continue sans point fixe. Montrer I'apglmaqui envoiex € B"
sur l'intersection de la demi-droite ouvert&¥), X) deR" avec la spher8"* est une rétraction dg"
surS"1,

d. Conclure

Exercice 7. (Orientation en un point d’une variéte)
SoientM une variété topologique de dimensioet x € M. Montrer que

Hy(M, M\ {x}) = {

Uneorientation en x de M est la donnée d’'un générateurldg(M, M \ {x}). Il existe donc deux orien-
tations en un point donné.

Indication : considérer un voisinage ferni@ de x homémomorphe &" et appliquer le théoréme
d’excision pour montrer quil,(M, M \ {x}) = Hp(D, D \ {x}) = Hp(B", S"™*), puis calculer ce groupe
al'aide de la suite exacte longue d’homologie relative aaliaepB", S"1).

Z sip=n,
0 sinon.

Exercice 8. (Théoréeme d’invariance du domaine)

Le but de I'exercice est de montrer quersi« n, alors un ouverty deR™ ne peut é&tre homéomorphe a
un ouverty deR". En particulierR™ etR" ne sont pas homéomorphes lorsque n.

a. Soitx € U. Montrer (via le théoréme d’excision) que pour tqut O,

Hp(U, U \ {X}) = Hp(R™, R™\ {X}).
b. Supposons qu’il existe un homéomorphisined — V. Montrer que pour toup > 0,
Hp(R™, R™\ {X}) = Hp(R", R\ {f(x)}).
c. Conclure en utilisant I'exercice 7.



Exercice 9. (Homologie cellulaire)
Soit X un CW-complexe fini. Rappelons queest un espace topologique de la forXe= Ul X,
ou X est une réunion finie de points)ét s’obtient a partir de,,_; par recollement d’'un nombre fini de
n-cellules le long d’applications continués S™*! — X,_;. Le sous-espack, s'appelle len-squelette
de X ; il est la réunion de toutes les cellulesXele dimensiorx n.
a. Montrer que I'on a les propriétés suivantes :

e Hy(X,) = 0 pourqg > n,

o Hy(X) = Hy(Xn:1) pourg < n,

e Pour toutn, il existe une suite exacte longue

Pn On Ohn
0— Hn(xn) — Hn(xn, xn—l) — Hn—l(xn—l) — Hn—l(xn) — 0

extraite de la suite exacte longue de la paXe Xq_1).
b. Montrer que
Celln(X) = Hn(Xn, Xn-1).
est un groupe abélien libre dont le rang est le nombne-cielules deX.
c. Considérons les applications de bord

On = Pn_1 © 0n: Celly(X) — Cell,_1(X).

Montrer que cela définit un complexe de chaines noté Xell(
d. Montrer que I'homologie de Cel) est isomorphe a ’'homologie singuliére ¥epour toutn > 0,

Ha(Cell(X)) = Hn(X).

Exercice 10. (Homologie des espaces projectifs complexes)

Soitn > 1. L'espace projectif complex€P" a une structure de CW-complexe fini avec une cellule
en dimension pairg avec 0< q < 2n (voir I'exercice 7 de la feuille TD2). En utilisant 'exez
précédent, montrer que

_ | Z sigpairet0<q<2n,
Hy(CF") = { 0 sinon.



