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Exercice 1. (Question de cours)
a. Qu’est-ce qu’uneéquivalence d’homotopie?
b. Qu’est-ce que l’homologied’un complexe de chaînes ?
c. Enoncer lethéorème d’excisionen homologie relative.

Exercice 2. (Projection stéréographique)
Soit N = (0, . . . , 0, 1) le pôle nord de la sphèreSn

= {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1
∣

∣

∣ x2
1 + · · · + x2

n+1 = 1}.
La projection stéréographique de pôle Nest l’application

p: Sn\{N} → Rn

qui associe à toutx ∈ Sn\{N} l’unique pointp(x) deRn tel que les pointsN, x, et (p(x), 0) soient alignés
dansRn+1.
a. Calculerp(x) pour toutx = (x1, . . . , xn+1) ∈ Sn\{N}.

On fera un dessin illustrant la situation dans le casn = 2.
b. Montrer quep est un homéomorphisme.

Exercice 3. (Vrai ou faux)
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses.
Justifier la réponse par une courte preuve ou un contre-exemple.
a. Tout quotient d’un espace topologique compact est un espacetopologique compact.
b. Il existe deux applications continues deS1× S1 versR2 qui ne sont pas homotopes.
c. Tout sous-groupe distingué discret d’un groupe topologique connexe est abélien.

Exercice 4. (Logarithme complexe)
Le but de l’exercice est de montrer qu’il n’existe pas d’application continue log:C∗ → C telle que

log(1)= 0 et exp(log(z)) = z pour toutz ∈ C∗,

où exp est l’exponentielle complexe. Pour cela, on suppose qu’une telle application log existe.
a. Determinerπ1(C, 0).
b. Montrer queS1 est un rétract par déformation deC∗ = C \ {0}. En déduireπ1(C∗, 1).
c. Déterminer les morphismes de groupes exp∗ et log∗ induits en homotopie.
d. Conclure.

Exercice 5. (Homologie du tore)
Le but de l’exercice est de calculer les groupes d’homologiedu toreT = S1× S1.
a. CalculerH0(T).
b. Calculerπ1(T). En déduireH1(T), sachant queH1(T) est isomorphe à l’abélianisé deπ1(T).
c. Soienta etb deux point distincts deS1 et notons

U = S1× (S1 \ {a}) et V = S1× (S1 \ {b}).

Montrer queU et V sont des ouverts recouvrantT et ayant le même type d’homotopie queS1.
d. Montrer queU ∩ V a le même type d’homotopie queS1 ∐ S1.
e. En utilisant la suite de Mayer-Vietoris, calculer d’abordHn(T) pourn ≥ 3, puis calculerH2(T).

Indication : si φ : Zm→ Zn est un morphisme de groupes tel que Im(φ) ≃ Zk, alors Ker(φ) ≃ Zm−k.


