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SCIENCES TD3 - ESPACES TOPOLOGIQUES

ET TECHNOLOGIES

VARIETES

Exercice 1. (Espaces projectifs)
a. Montrer queRP" est une variété de dimensian
b. Montrer queCP" est une variété de dimension.2

Exercice 2. (Variétés de Stiefel et de Grassman)
Soient des entiers 8 k < n. On munitR" de son produit scalaire canonique.
La variété de Stiefel (réelle) de typle () est

Viin(R) = {familles orthonormées devecteurs d&k"}.
La variété de Grassmann (réelle) de tyke est
Gkn(R) = {sous-espaces vectoriels de dimensiaeR"}.

On munitVi,(R) de la topologie induite par celle d&)X = R™. On munitGy,(R) de la topologie
rendant continue I'application

(@, ..., &) € Vikn(R) — vectfy, ..., a) € Gkn(R).

On rappelle qu&/, ,(R) et Gy ,(R) sont des espaces topologiques compacts.
a. Montrer queVi »(R) est une variété de dimensiaok — k(k + 1)/2.
b. Montrer queGy,(R) est une variété de dimensiok — k2.

A-COMPLEXES

Un A-complexeest une famille d’'ensemble§ = (Xp)nar munie d’application$o; : X, — Xn_1}ns1,0<i<n
telles qued;d; = 0;-10; pour tousn > 2 et 0<i< j<n.

Un morphismeale A-complexes d&, versX est une famille d’applicationg = (S,: Xn = X))nen telle
qued|s, = S,-10; pour tousn > 1 et 0<i < n.
Exercice 3. A-complexe singulier d’'un espace topologique)
Le n-simplexe standardst
An={(%. %) ER™ X 2 0etxo +--- % = 1}.
Pourn>1et0<i < n, posons

dl An—l_>An, (XO"" ,Xn—l)'_) (X07"' ,Xi_l,O,Xi,"' ,Xn—l)-

a. Montrer qued; o d; = d; o dj_; pour tous < j.
b. SoitY un espace topologique. Notons Sj(g) = C(An, Y) et définissons

0;: Sing,(Y) — Sing,_;(Y), f— fod.
Montrer que Sing(Y) est unA-complexe.
c. Soit¢: Y — Z une application continue. Poar> 0, considérons I'application
Sing,(¢): Sing,(Y) — Sing,(Z), f— ¢of.
Montrer que Sing¢) = (Sing,(¢))na - Sing,(Y) — Sing,(Z) est un morphisme d&-complexes.
d. Montrer que Sing(idy) = idsing(v)-
e. Montrer que Singly o ¢) = Sing,(¥) o Sing,(¢) pour toutes applications continues composables.



Exercice 4. (Réalisation géométrique d’'um-complexe)
La réalisation géométriqud’un A-complexeX, est I'espace topologique

X.| = (]_[ xnxAn]/ ~

n>0

ou X, est muni de la topologie discréte<test la relation d’équivalence engendrée par

(%, di(y)) ~ (8i(¥),y)
pourx e X, Y€ A1, n>1et0<i<n.
a. Soits,: X, — Y, un morphisme da-complexes. Montrer que les applications
(X, Y) € Xa X An = (Sn(X),Y) € Yn X Ap
induisent une application continig|: |X,| — |Y.|.
b. Montrer quelidy,| = idx,;.
c. Montrer qudt, o s,| = |t.| o |S,| pour tous morphismes decomplexes composables.

Exercice 5. (Adjonction)
a. Soit X, un A-complexe. Poun € N et x € X, notonsnx, »(X) I'applicationy € A, — (X, y) € [X|.
Montrer que
nx. = (Mx.nnew s Xo — Sing,(1X.])
est un morphisme dé&-complexes.
b. Soit Y un espace topologique. Montrer que les applicatidng)(e Sing,(Y) X Ap — f(y) € Y
induisent une application continue
ey |Sing (Y) - Y.
c. Montrer que pour touA-complexeX,, on a:
&x, © Inx.| = idix,).
d. Montrer que pour tout espace topologigieon a :

Sing,(ev) © Nsing,(v) = idsing,(v)-

Exercice 6. A-complexe d’'un groupe)
SoitG un groupe. NotonX,(G) = {€} (un singleton) eX,(G) = G" pourn > 1.
Définissons
do =011 Xi(G) = Xo(G), gm e
et, poun > 2et0<i<n,

(%2, . 0n) sii =0,
ai . Xn(G) - Xn—l(G), (gl’ ) gn) = (gla IS gi—la gigi+1a gi+2’ ) gn) SI 0 <I<n,
(9, »On-1) sii =n.

a. Montrer queX, (G) est unA-complexe.
b. Soit¢: G — H morphisms de groupes. Paue 0, considérons I'application
Xn(¢) XH(G) - XH(H)’ (gl? R gn) — (¢(gl)’ Tt ¢(gn))

Montrer queX, (@) = (Xn(¢))nar: Xe(G) — X,(H) est un morphisme d&-complexes.
c. Montrer que I'espace topologiqus = | X, (G)|, appelé leclassifiantde G, est connexe par arcs.



