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TD3 - Espaces topologiques

Variétés

Exercice 1. (Espaces projectifs)
a. Montrer queRPn est une variété de dimensionn.
b. Montrer queCPn est une variété de dimension 2n.

Exercice 2. (Variétés de Stiefel et de Grassman)
Soient des entiers 0≤ k ≤ n. On munitRn de son produit scalaire canonique.
La variété de Stiefel (réelle) de type (k, n) est

Vk,n(R) =
{

familles orthonormées dek vecteurs deRn}.

La variété de Grassmann (réelle) de type (k, n) est

Gk,n(R) =
{

sous-espaces vectoriels de dimensionk deRn}.

On munitVk,n(R) de la topologie induite par celle de (Rn)k
� R

nk. On munitGk,n(R) de la topologie
rendant continue l’application

(a1, . . . , ak) ∈ Vk,n(R) 7→ vect(a1, . . . , ak) ∈ Gk,n(R).

On rappelle queVk,n(R) etGk,n(R) sont des espaces topologiques compacts.
a. Montrer queVk,n(R) est une variété de dimensionnk− k(k+ 1)/2.
b. Montrer queGk,n(R) est une variété de dimensionnk− k2.

∆-complexes

Un∆-complexeest une famille d’ensemblesX• = (Xn)n∈N munie d’applications{∂i : Xn→ Xn−1}n≥1, 0≤i≤n

telles que∂i∂ j = ∂ j−1∂i pour tousn ≥ 2 et 0≤ i < j ≤ n.

Un morphismede∆-complexes deX• versX′• est une famille d’applicationss• = (sn : Xn → X′n)n∈N telle
que∂′i sn = sn−1∂i pour tousn ≥ 1 et 0≤ i ≤ n.

Exercice 3. (∆-complexe singulier d’un espace topologique)
Le n-simplexe standardest

∆n = {(x0, · · · , xn) ∈ R
n+1 | xi ≥ 0 etx0 + · · · xn = 1}.

Pourn ≥ 1 et 0≤ i ≤ n, posons

di : ∆n−1→ ∆n, (x0, · · · , xn−1) 7→ (x0, · · · , xi−1, 0, xi, · · · , xn−1).

a. Montrer qued j ◦ di = di ◦ d j−1 pour tousi < j.
b. Soit Y un espace topologique. Notons Singn(Y) = C(∆n,Y) et définissons

∂i : Singn(Y)→ Singn−1(Y), f 7→ f ◦ di.

Montrer que Sing•(Y) est un∆-complexe.
c. Soitφ : Y→ Z une application continue. Pourn ≥ 0, considérons l’application

Singn(φ) : Singn(Y)→ Singn(Z), f 7→ φ ◦ f .

Montrer que Sing•(φ) = (Singn(φ))n∈N : Sing•(Y) → Sing•(Z) est un morphisme de∆-complexes.
d. Montrer que Sing•(idY) = idSing•(Y).
e. Montrer que Sing•(ψ ◦ φ) = Sing•(ψ) ◦ Sing•(φ) pour toutes applications continues composables.



Exercice 4. (Réalisation géométrique d’un∆-complexe)
La réalisation géométriqued’un∆-complexeX• est l’espace topologique

|X•| =
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où Xn est muni de la topologie discrète et∼ est la relation d’équivalence engendrée par

(x, di(y)) ∼ (∂i(x), y)

pourx ∈ Xn, y ∈ ∆n−1, n ≥ 1 et 0≤ i ≤ n.
a. Soit s• : X• → Y• un morphisme de∆-complexes. Montrer que les applications

(x, y) ∈ Xn × ∆n 7→ (sn(x), y) ∈ Yn × ∆n

induisent une application continue|s•| : |X•| → |Y•|.
b. Montrer que|idX• | = id|X• |.
c. Montrer que|t• ◦ s•| = |t•| ◦ |s•| pour tous morphismes de∆-complexes composables.

Exercice 5. (Adjonction)
a. Soit X• un∆-complexe. Pourn ∈ N et x ∈ Xn, notonsηX•,n(x) l’applicationy ∈ ∆n 7→ (x, y) ∈ |X•|.

Montrer que
ηX• = (ηX•,n)n∈N : X• → Sing•(|X•|)

est un morphisme de∆-complexes.
b. Soit Y un espace topologique. Montrer que les applications (f , y) ∈ Singn(Y) × ∆n 7→ f (y) ∈ Y

induisent une application continue

εY : |Sing•(Y)| → Y.

c. Montrer que pour tout∆-complexeX•, on a :

ε|X•| ◦ |ηX• | = id|X•|.

d. Montrer que pour tout espace topologiqueY, on a :

Sing•(εY) ◦ ηSing•(Y) = idSing•(Y).

Exercice 6. (∆-complexe d’un groupe)
SoitG un groupe. NotonsX0(G) = {e} (un singleton) etXn(G) = Gn pourn ≥ 1.
Définissons

∂0 = ∂1 : X1(G)→ X0(G), g 7→ e
et, pourn ≥ 2 et 0≤ i ≤ n,

∂i : Xn(G)→ Xn−1(G), (g1, · · · , gn) 7→
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(g2, · · · , gn) si i = 0,
(g1, · · · , gi−1, gigi+1, gi+2, · · · , gn) si 0< i < n,
(g1, · · · , gn−1) si i = n.

a. Montrer queX•(G) est un∆-complexe.
b. Soitφ : G→ H morphisms de groupes. Pourn ≥ 0, considérons l’application

Xn(φ) : Xn(G)→ Xn(H), (g1, · · · , gn) 7→ (φ(g1), · · · , φ(gn)).

Montrer queX•(φ) = (Xn(φ))n∈N : X•(G)→ X•(H) est un morphisme de∆-complexes.
c. Montrer que l’espace topologiqueBG= |X•(G)|, appelé leclassifiantdeG, est connexe par arcs.


