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On considére le cerclg! = {ze C | |zl = 1} avec point base & St. Le but de cette feuille de TD est de
montrer que I'application
[z — m(SY1)
v { n el
est un isomorphisme de groupes, ol pour toatz, le lacety,: [0, 1] — St est défini pay,(s) = ™.

Exercice 1. (Le revétement exponentiel)
On consideére I'application

(R — St
- { t - p(t) =
Montrer gqu’il existe un recouvrement ouvel,), de S* et une décomposition de chagpe(U,) en
réunion disjointe d’ouverts
p_l(Ua) = U Ia,n
n

tels que l'applicatiorp induise un homéomorphisng ,: 1,, — U, sur chaque,, .

[Indication : on pourra considérer les arcs de cetdle= S* \ {€#™} ol € {0, 1/2} et les intervalles
len=In+a,n+1+af[ouneZ]

Exercice 2. (Lemme de Lebesgue)

Soit (Q,).ca Un recouvrement ouvert d’'un espace métrique compgct)( Montrer qu'’il existes > 0
tel que toute partie d¥ de diamétre inférieur & soit contenu dans I'un de3,. Un telé s’appelle un
nombre de Lebesguii recouvrementd,)qca.

[Indication : lorsqueQ, # X pour toute € A, considérer un sous-recouvrement fia},J,.g et la valeur
minimale de I'applicatiorf : X — R définie parf(x) = Y g d(x, X\ Q,).]

Exercice 3. (Unicité des relevements)

SoientX un espace topologique &t X — S' une application continue. Urlévementle f est une
application continud : X — R telle quepf = f, ou p est le revétement exponentiel de I'exercice 1.
Montrer que siX est connexe, alors deux relevementd dmincidant en un point coincident.

Exercice 4. (Relevements des chemins)

Soientf: [0,1] — §1 une application continue € € R tel quep(ey) = f(0). Montrer qu'il existe un
unique relevement: [0, 1] — R tel quef(0) = &,.

[Indication : considérer une subdivision de,[[] de pas un nhombre de Lebesgue du recouvrement
(f-1(U,)). de [Q 1], ou U,), est le recouvrement d&' de I'exercice 1.]

Exercice 5. (Relevements des homotopies)

SoientF: [0, 1] x [0, 1] — S une application continue e} € R tel quep(ey) = F(0, 0).

a. Montrer qu'il existe un unique relévemeft [0, 1] x [0, 1] — R tel queF(0, 0) = ey,
[Indication : considérer un quadrillage [Q] X [0, 1] de pas un nombre de Lebesgue du recouvrement
(F(U.)). de [0 1] x [0, 1] ]

b. Montrer que sF est une homotopie a extrémités fixes, albraussi.



Exercice 6. (Degré)

a.Soity: [0,1] — S! un lacet basé en 1. Considérons I'unique relévenyerj0,1] — R dey tel
quey(0) = 0 (voir I'exercice 4). Montrer que(ll) est un entier qui ne dépend que g4 (S, 1).
On I'appelle ledegréde (la classe d’homotopie dg)et on le note

deg(p]) =¥(1) € Z.
b. Montrer que I'application degr,(St, 1) — Z est un morphisme de groupes.

Exercice 7. (Injectivité dey)
a.Pourn € Z, calculer le degré du lacet, défini en préambule.
b. En déduire que I'application: Z — 71(St, 1) définie en préambule est injective.

Exercice 8. (Surjectivité dey)
a. Montrer qu’un lacet: [0, 1] — S* basé en 1 est homotopegaol n = deg(fy]).
b. En déduire que est surjective.

Exercice 9. (Conclusion)
Montrer quey: Z — m1(St, 1) est un isomorphisme de groupes d'inverse dags?t, 1) — Z.



