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SCIENCES | cies TDY7 - GROUPE FONDAMENTAL 3

Exercice 1. (Groupes fondamentaux)
Déterminer le groupe fondamental du t@&€x S?, du tore solideB? x S, du cylindreS? x [0, 1], du
cylindre infini St x R.

Exercice 2. (Théoreme fondamental de I'algebre)
Le but de I'exercice est de montrer que toute équation
+a 2+ taz+a=0

de degrén > 1 a codficients complexes admet (au moins) une racine complexe.
Pour cela, on suppose que le polynéR(@ = 2" + a,.1z2"* + --- + a;Z + @y N'a pas de racine et on
considere les applicatiorfs S — St etG, H: St x [0,1] — S! définies par

P(2 P(t2) t"P(z/t)
f(2) = —, G(zt) = , H(z t) = .
D=per U R@r MY eRan
Le degréde f est le degré du lacet dg de S* basé en 1 défini powse [0, 1] par
ins
yi(9) = fe') e St

f(1)

On rappelle (voir I'exercice 6 du TD6) que c’est un entier gidépend que de{] € n(S%, 1).
a. Montrer que le degré déne dépend que de sa classe d’homotopie.

b. Montrer quef est de degré nul en considér&ht

c. Montrer quef est de degré en considérant.

d. Conclure.

Exercice 3. (Groupes par générateurs et relations)
a. Reconnaitre le groupe
(a,b,c,d,e|d=¢€, bda=1, ablc=1, bc=a, de=c).
b. Montrer que les groupes suivants sont isomorphes
(a,b|aba=b) et (xy|xy?=1).
c. Montrer que les groupes suivants ne sont pas isomorphes
(a,b|ba’b®=a, abalf =1) et (xy]|yxy=Xx Xy = yX°).

Exercice 4. (Somme amalgamée triviale)
Montrer que la somme amalgamég&' 8Z2) =, (Z/2Z) deZ/3Z etZ/2Z au dessus d& le long des sur-
jections canoniquesd — Z/3Z et’Z — Z/2Z est le groupe trivial.

Exercice 5. (Espaces correctement pointés)

SoientX un espace topologique & € X. Ont dit queX estcorrectement pointé en,s’il existe un
voisinage ouvert de x, tel que l'identité id): U — U et I'applicationc,,: U — U constante égale
a Xo soient homotopes relativemenpx}. En particulier{xy} est un rétract par déformation tle
Montrer qu’un espace cellulaid¢ est correctement pointé en togte X.

Exercice 6. (Groupe fondamental d’'un bouquet)

SoientX et Y des espace topologiques correctement pointégen X ety, € Y, respectivement.
NotonsX Vv Y le bouquet deX et Y (obtenu deX 11 Y en identifiantxy etyp) etz le point deX v Y
représentant, etyo,. Montrer que

(X' V'Y, Z) = m1(X, Xo) * m1(Y, Yo)-



Exercice 7. (Bouquet de cercles)
Determiner le groupe fondamental d’bouquetden cercles, qui est la réunion aecercles reliés tous
ensemble en un seul point.

Exercice 8. (Attachement d’'une cellule)
SoientX un espace topologique connexe par arck:e8"! — X une application continue. Notons

Y = XU B"

I'espace topologique obtenu en attachaXtune celluleB" de dimensiom le long def. Soitsy € S™2,
X0 = () € Xetyy =X € Y. Le but de I'exercice est de montrer que

m1(X, %) *Z sin =1 etX est correctement pointé eq,
m1(Y,¥o) = m(X, %)/N¢ sin=2,
m1(X, Xo) sin> 3,

ou, dans le caa = 2, le groupeNs est le plus petit sous-groupe distinguémdéX, X;) contenant la

classe d’homotopie du lacet dedéfini part € [0, 1] — f(e#™).

a. Supposon® = 1. Montrer quef: S° — X est homotope a I'application constante égabg.aEn
déduire quér a le méme type d’homotopie que le bougXet S* obtenu en identifiant, et 1€ S?.
Conclure en utilisant I'exercice 7.

b. Supposons désormaims> 2. Soient O le centre de la boul® et p: B"1I X — Y I'application
quotient. On pose :

U=p((B"\{0}) LIX) et V=p(B"\S".
Montrer queU, V, etU NV sont des ouverts dé connexes par arcs.

c. Montrer queV est simplement connexe.

d. Montrer queU NV est un rétract par déformation @(982/‘21), ou 82721 c B" est la sphére de centre 0
et de rayon 12.

e. Montrer quep(X) est un rétract par déformation dé via une rétractiomr: U — p(X) telle que
rp(x/2) = pf(x) pour toutx € S"1,

f. En déduire qu’il existe un diagramme commutatif

m1(S"L, s0) —=m(U NV, p(S/2))
m1(X, Xo) = m1(U, p(S0/2))-

ou les fleches horizontales sont des isomorphismes de gretipeU NV <— U est I'inclusion.
f. Conclure.

Exercice 9. (Bouteille de Klein)
Déterminer le groupe fondamental deblauteille de Kleirdéfinie par

K =0, 1]?/R,
ouR est la relation d’équivalence engendrée ga0) ~ (s, 1) et (Qt) ~ (1,1 -t) pours,t € [0, 1].

Exercice 10. (Groupes fondamentaux des espaces projeclifs

a. Montrer que les espaces projectifs compleXES sont simplement connexes.
[Indication : utiliser les exercices 4.d et 7.b du TD2.]

b. Montrer que les groupes fondamentaux des espaces prejealf sont

mRPHY=Z et m(RP") =Z/2Z pourn> 2.
[Indication : montrer queRP! = St et conclure en utilisant I'exercice 7.b du TD2.]
Exercice 11. (Groupes de présentation finie comme groupesiidamentaux)

Montrer que tout groupe de présentation finie est le groupeaimental d’un espace topologique.
[Indication :SiG = (g1, ...,0m|l1, ..., ), attachen cellulesB? au bouquet den cercles.]



