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Exercice 1 (Homéomorphismes entre compacts épointés)

Soient X et Y deux espaces topologiques compacts, soit x € X, soit y € Y. Supposons qu’il existe

un homéomorphisme

frX\{z} =Y \{y}.

Montrer que X est homéomorphe a Y.

Un

Exercice 2 (Quelques propriétés des groupes topologiques)

groupe topologique est un groupe muni d’une topologie rendant continues les lois de groupe
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Montrer qu’'un sous-groupe ouvert d’un groupe topologique est fermé.

Soit G un groupe topologique connexe. Soit V un voisinage de I’élément neutre. Montrer que G

est égal au sous-groupe engendré par V.

Soit G un groupe topologique. Montrer que la composante connexe G° de 1’élément neutre est

un sous-groupe distingué fermé de G.

Montrer que tout sous-groupe discret et distingué d’un groupe topologique connere G est

contenu dans le centre de G.

On appelle espace homogéne tout espace muni d’une action transitive d’'un groupe G, autrement
dit tout espace isomorphe & un quotient G/H de G par un sous-groupe H.
Soit H C G un sous-groupe d’un groupe topologique G. Montrer que ’espace quotient G/H est
séparé si et seulement si H est fermé, et qu’il est discret si et seulement si H est ouvert.
Soit G un groupe topologique compact opérant continliment et transitivement sur un espace
séparé X. Montrer que, pour tout x € X, 'application g € G — gz € X induit un homéomor-
phisme

G/G, — X
ou G, désigne le stabilisateur de x.

(Application) Soient O, (R) le groupe orthogonal des matrices orthogonales de taille n, et
SO,,(R) le groupe spécial orthogonal, noyau du morphisme det: O, (R) — {£1}. Montrer que,
pour n > 1, il existe des homéomorphismes entre « les » espaces homogenes O,+1(R)/0,(R),
SO,+1(R)/SO,(R) et la sphére S™ (en levant "ambiguité sur I'inclusion O, (R) C O,+1(R)
considérée) :

0,:1(R)/O,(R) ~ 8" ~ 80,,,1(R)/SO,(R).



Probleme

Théoréme de Tychonov via propreté)

Le but du probleme est d’établir le théoreme de Tychonov.

Théoréme. Un produit d’espaces quasi-compacts est quasi-compact.

Il existe de tres nombreuses démonstrations de ce théoreme. Nous proposons ici une démonstration
adaptée d’une démonstration originale, récente (et locale!) due a E. Matheron 1 elle-méme inspirée
d’un argument de nature catégorique 2. Cette démonstration s’appuie sur une caractérisation des

espaces quasi-compacts en termes d’applications fermées.

On dit qu'une application f: X — Y d’un espace topologique X dans un espace topologique Y

est une application propre si f est continue et si, pour tout espace topologique Z, I'application

fxidg: X x Z =Y x Z est fermée?.

a) Montrer que la composée de deux applications propres est une application propre.

b) Soit X un espace topologique tel que 'application constante X — {} est propre (on note {x}
I’espace topologique réduit & un point, muni de son unique topologie). On souhaite montrer que
X est alors quasi-compact.

Soit (F});er une famille de fermés tels que ﬂ F; # 0 pour tout J C I fini.
jeJ
(i) Soit X’ I'ensemble X’ = X LI{w} obtenu en adjoignant & X un point w ¢ X. Montrer qu’on
peut munir X’ d’une topologie dans laquelle les ouverts sont toutes les parties de X et les

parties {w} UM ou M C X contient une intersection ﬂ F; avec J C I fini.
JjeJ
(ii) Montrer que X est dense dans X'.
(iii) Montrer que I'adhérence I' = A de A = {(z,2) € X x X' | x € X} rencontre X x {w}.

(iv) En déduire que ﬂ F; est non vide, et conclure.
el
On a montré dans le cours que X — {x} est propre si X est quasi-compact. On a donc :

Théoréme. Un espace topologique est quasi-compact si et seulement si l'application X — {x} est

propre.
c) En déduire que le produit de deux quasi-compacts est quasi-compact.

Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques. Pour tout J C I, on note X ; = H X, et, si J non

JjeJ
vide, py: X; — X la projection de X; = HXi sur Xj = H Xj. En particulier, X5y = Xj, pgjy
il jeJ
est la projection p;: X7 — X, et Xy = HXZ' est le singleton {(}.
i€d
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d) Soient A C H Xietx e HX’L" Montrer que x € A si et seulement si pp(z) € pp(A) pour tout
i€l iel
sous-ensemble fini F' C I. Autrement dit A = ﬂ pr t(pr(A)).
FCI fini
Plus généralement montrer que, si Fy C I est une partie finie fixée de I, € A si et seulement

si pr(z) € pr(A) pour toute partie finie F' C I contenant Fj.

Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques quasi-compacts. Soit Y un espace topologique, et

soit ¢: Xy xY = (H X;) XY — Y la projection naturelle. Notons, pour tous J' C J C I,
i€l

q: Xy xY — XpxY
la projection naturelle de Xy x Y sur X x Y. Alors qé est la projection ¢: X; xY — Y. On notera

q7: X1 XY — X; xY les projections q§.

e) Soit I' une partie fermée de X7 x Y. Nous souhaitons montrer que ¢(I') est fermé dans Y.

Soit € ¢(T). On considere I'ensemble S des couples (J,zz) tels que J C I, x5 € Xy et
(z.7,9) € ¢;(T).
(i) Montrer qu’il suffit de montrer qu’il existe x; € Xy tel que (I,z7) € S.
On munit S de 'ordre défini par
(Jay) < (Txp) = JCT et qf (x5.) = (£1.9).
(ii) Montrons que I’ensemble ordonné (S, <) est un ensemble inductif . Soit {(Ja, zs,)}aca un
sous-ensemble totalement ordonné de §. Soit J = J,ca Ja-
(1) Construire un élément z; € X tel que qj}a (xy,y) = (zj,,y) pour tout a € A.
(2) Montrer que (z;,y) € ¢;(T).
(3) En déduire que {(Juo,,)}aca est une partie majorée.
(iii) Justifier existence d’un élément (Jy, z5,) maximal dans S, et montrer que Jy = I.
(iv) Conclure.

f) En conclure que le produit HXZ- est quasi-compact.
el

4. Un ensemble ordonné est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné admet un majorant.



