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Exercice 1.
Démontrer le lemme de Yoneda.

Exercice 2.
Soit k un corps. Montrer que k[X| @ k[Y] ~ k[X,Y].

Exercice 3. (Propriétés de ’'unité monoidale)
Soit C = (C,®, 1, a,l,r) une catégorie monoidale.
a. Montrer que pour tous X,Y € Ob(C),
lX®y = (lX & ldy) a]l’}gy et 'xey — (ldX & Ty) axyzi-
Indication : on pourra étudier la commutativité du diagramme
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b. Montrer que pour tout X € Ob(C),
lhigx =1d1 ®lx et 7rxgr = rx ®ids.

c. Montrer que l4 = rq.
d. Montrer que pour tous f,g € End¢(1),

af =l(g® "
e. En déduire que (End¢(1),0,idy) est un monoide commutatif.

Exercice 4. (Unicité de ’unité monoidale)
Soient C une catégorie, ®: C x C — C un foncteur et

a={axyz: XY ®Z) = XY ®2Z)}xyzecone)

un isomorphisme naturel vérifiant ’axiome du pentagone.
Montrer qu'un triplet (1,7,7), ot 1 € Ob(C) et

l:{lxiﬂ®X—>X}X60b(c) et T:{TX:X®]1_>X}XGOb(C)

sont des isomorphismes naturels, tel que (C, ®,1,a,l, ) soit une catégorie monoidale est unique
a unique isomorphisme prés compatible aux contraintes d’unité.



Exercice 5. (Les catégories monoidales G%)
Soient GG un monoide (par exemple un groupe), A un groupe commutatif, et & un 3-cocyle de G a
valeurs dans A, c’est-a-dire une application a: G x G x G — A telle que pour tous g, h, k,l € G,

algh, k1) a(g, h, kl) = a(g, h, k) a(g, hk, 1) a(h, k,1).
Soit G4 la catégorie monoidale définie comme suit :
Ob(G4) =G, Homga (g,h) =0 si g # h, Homge (g,9) = A,

la composition est donné par le produit de A, les identités sont id, = 14, le produit monoidal
d’objets est défini par g ® h = gh, le produit monoidal de morphismes est défini par ¢ ® ¢ = @,
I’'unité monoidale est 14, les contraintes monoidales sont définies par

agvhJ :a<g7 h’7l)7 lg :a<1’1’g>71’ Tg :a<g7171>
Vérifier que G est bien une catégorie monoidale.

Exercice 6. (Foncteurs monoidaux entre les catégories G%)
Soient GG, H deux monoides, A, B des groupes commutatifs, o un 3-cocyle de G a valeurs dans
A, et 8 un 3-cocyle de H a valeurs dans A. On considére les catégories monoidales G4 et Hg de
I’exercice précédent.
a. Déterminer les foncteurs monoidaux de G vers Hb.
Lesquels sont des equivalences monoidales ?
b. Determiner les transformations naturelles monoidales entre foncteurs monoidaux G4 — H g.
Montrer qu’une telle transformation naturelle est un isomorphisme.



