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TD1 - Catégories monoïdales

Exer
i
e 1.

Démontrer le lemme de Yoneda.

Exer
i
e 2.

Soit k un 
orps. Montrer que k[X ]⊗k k[Y ] ≃ k[X, Y ].

Exer
i
e 3. (Propriétés de l'unité monoïdale)

Soit C = (C,⊗, 1, a, l, r) une 
atégorie monoïdale.

a. Montrer que pour tous X, Y ∈ Ob(C),

lX⊗Y = (lX ⊗ idY ) a
−1
1,X,Y et rX⊗Y = (idX ⊗ rY ) aX,Y,1.

Indi
ation : on pourra étudier la 
ommutativité du diagramme

((1 ⊗ 1)⊗X)⊗ Y

(r1⊗idX)⊗idY ))❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

a1,1,X⊗idY //

a1⊗1,X,Y

��

(1⊗ (1⊗X))⊗ Y

(id1⊗lX)⊗idYvv❧❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧

a1,1⊗X,Y

��

(1⊗X)⊗ Y

a1,X,Y

��
1⊗ (X ⊗ Y )

(1 ⊗ 1)⊗ (X ⊗ Y )

r1⊗idX⊗Y

66❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

a1,1,X⊗Y
))❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘
❘❘

❘❘

1⊗ ((1⊗X)⊗ Y )

id1⊗(lX⊗idY )
ii❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

id1⊗a1,X,Yvv❧❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧❧
❧

1⊗ (1⊗ (X ⊗ Y ))

id1⊗lX⊗Y

OO

b. Montrer que pour tout X ∈ Ob(C),

l1⊗X = id1 ⊗ lX et rX⊗1 = rX ⊗ id1.


. Montrer que l1 = r1.

d. Montrer que pour tous f, g ∈ EndC(1),

gf = l1(g ⊗ f)l−1
1
.

e. En déduire que (EndC(1), ◦, id1) est un monoïde 
ommutatif.

Exer
i
e 4. (Uni
ité de l'unité monoïdale)

Soient C une 
atégorie, ⊗ : C × C → C un fon
teur et

a = {aX,Y,Z : X ⊗ (Y ⊗ Z) → X ⊗ (Y ⊗ Z)}X,Y,Z∈Ob(C)

un isomorphisme naturel véri�ant l'axiome du pentagone.

Montrer qu'un triplet (1, l, r), où 1 ∈ Ob(C) et

l = {lX : 1 ⊗X → X}X∈Ob(C) et r = {rX : X ⊗ 1 → X}X∈Ob(C)

sont des isomorphismes naturels, tel que (C,⊗, 1, a, l, r) soit une 
atégorie monoïdale est unique

à unique isomorphisme près 
ompatible aux 
ontraintes d'unité.



Exer
i
e 5. (Les 
atégories monoïdales Gα
A)

Soient G un monoïde (par exemple un groupe), A un groupe 
ommutatif, et α un 3-
o
yle de G à

valeurs dans A, 
'est-à-dire une appli
ation α : G×G×G → A telle que pour tous g, h, k, l ∈ G,

α(gh, k, l)α(g, h, kl) = α(g, h, k)α(g, hk, l)α(h, k, l).

Soit Gα
A la 
atégorie monoïdale dé�nie 
omme suit :

Ob(GA) = G, HomGα
A
(g, h) = ∅ si g 6= h, HomGα

A
(g, g) = A,

la 
omposition est donné par le produit de A, les identités sont idg = 1A, le produit monoïdal

d'objets est dé�ni par g⊗h = gh, le produit monoïdal de morphismes est dé�ni par φ⊗ϕ = φϕ,

l'unité monoïdale est 1G, les 
ontraintes monoïdales sont dé�nies par

ag,h,l = α(g, h, l), lg = α(1, 1, g)−1, rg = α(g, 1, 1).

Véri�er que Gα
A est bien une 
atégorie monoïdale.

Exer
i
e 6. (Fon
teurs monoïdaux entre les 
atégories Gα
A)

Soient G,H deux monoïdes, A,B des groupes 
ommutatifs, α un 3-
o
yle de G à valeurs dans

A, et β un 3-
o
yle de H à valeurs dans A. On 
onsidère les 
atégories monoïdales Gα
A et H

β
B de

l'exer
i
e pré
édent.

a. Déterminer les fon
teurs monoïdaux de Gα
A vers H

β
B.

Lesquels sont des equivalen
es monoïdales ?

b. Determiner les transformations naturelles monoïdales entre fon
teurs monoïdaux Gα
A → H

β
B.

Montrer qu'une telle transformation naturelle est un isomorphisme.


